
mentare Theorie der Viskosität dar. Die ihr zu-
grunde liegenden Vorstellungen dürften wohl hin-
reichend als zutreffend erwiesen worden sein. Zu-
sammenfassend können wir also sagen,- daß das 
viskose Fließen amorpher Körper im zähen und 
flüssigen Zustand wie das kristalline Gleiten 
durch thermisch ausgelöste scherungsartige Atom-
verschiebungen zustande kommt. Die Aktivie-
rungsenergie ist durch die Schubelastizität be-

stimmt, die gegenüber diesen kurzzeitigen Vor 
gängen auch im viskosen Zustand vorhanden ist. 
Die quantitativen Unterschiede zwischen dem vis-
kosen Fließen und dem kristallinen Gleiten sind 
durch die verschiedenen Strukturverhältnisse in 
beiden Fällen bedingt. 

Hrn . P ro f . D r . U. D e h l i n g e r und Hrn . P ro f . D r . 
E. F u e s danke ich bes t ens f ü r w e r t v o l l e Diskus -
sionen. 

Mediumrückwirkung und akustische Strahlungsdämpfung 
für ein kreisförmiges Plättchen 

V o n H A N S B R A U M A N N f 

(Z. Naturforschg. 3 a, 340—350 [1948]; eingegangen am 5. September 1947*) 

Z u r B e r e c h n u n g des Schal l fe lds e ines k r e i s f ö r m i g e n P l ä t t chens , welches k l e ine ha r -
monische S c h w i n g u n g e n in R i c h t u n g se iner Achse a u s f ü h r t , w i r d zunächs t die aku-
s t i sche W e l l e n g l e i c h u n g in B ipo l a rkoo rd ina t en umgeschr i eben . F a l l s das akus t i s che 
Medium als inkompress ibe l angesehen werden kann , f ü h r t die W e l l e n g l e i c h u n g auf die 
P o t e n t i a l g l e i c h u n g , welche e x a k t gelöst wi rd . E s e r g i b t sich, daß das Medium so auf 
das P l ä t t c h e n z u r ü c k w i r k t , a ls w ä r e dessen Masse um 8R3qoI3 e rhöh t ( R P l ä t t chen-
rad ius , po Dich te des Mediums) . Bei kompress ib lem Medium kommt zu d ieser konse rva -
t i ven R ü c k w i r k u n g noch die S t r a h l u n g s d ä m p f u n g hinzu. F ü r das Ze i tmi t t e l der ab-
g e s t r a h l t e n L e i s t u n g e r g i b t sich a n g e n ä h e r t 8 Re Q0 CO4 V2 / 27 TC C3 (IO K r e i s f r e q u e n z , V Ge-
s c h w i n d i g k e i t s a m p l i t u d e des P lä t t chens , c Scha l l ge schwind igke i t ) . 

Ein .dünnes, starres, kreisförmiges, ebenes 
Plättchen (Abb. 1) vom Radius R, dessen Mit-

telpunkt mit dem Ursprung und dessen Ebene mit 
der FZ-Ebene eines rechtwinkligen Koordina-

tensystems zusammenfällt, führe im akustischen 
Sinne kleine harmonische Schwingungen in der 
X-Richtung aus. Sei V die Geschwindigkeits-
amplitude des Plättchens, so gilt dann für dessen 

* Der Redak t ion z u g e g a n g e n von Dr . W. Schüle, 
S t u t t g a r t - D e g e r l o c h , Oberer Wa ld 3. 

^-Koordinate S, (Elongation des Plättchens) in der 
üblichen komplexen Schreibweise 

i = Vei(°\ 

wo o) die Kreisfrequenz der Schwingungen be-
deutet. 

Der ganze Raum sei mit einem homogenen aku-
stischen Medium der mittleren Dichte Q0 und der 
Schallfortpflanzungsgeschwindigkeit c erfüllt. Wir 
stellen uns die Aufgabe, die Kräfte zu berechnen, 
mit welchen das mit der Kreisfrequenz w perio-
dische Schallfeld auf das Plättchen zurückwirkt. 

Das Geschwindigkeitspotential des Schallfeldes 
setzen wir wie üblich in der Form 

&{x,y,z,t) =ip(x,y,z) • ebi (1) 

an. <I> genügt bekanntlich1 der Wellengleichung 
1 J!<£ A<I> = — 0 - , woraus für ^ das Bestehen der 

c2 dt2 

Schwingungsgleichung 

Ay> + k*y> = 0 , k = co/c (2 ) 
folgt. 

1 S. z .B . 0 . H e y m a n n , A k n s t . Z. 2, 193 [1937]. 
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Mit dem Geschwindigkeitspotential 4> hängen 
die anderen Größen des Schallfeldes bekanntlich1 

folgendermaßen zusammen: 

Teilchengeschwindigkeit t) — grad $ ; 
(3) Schalldruck p — —q0 dt 

Die Aufgabe ist im wesentlichen gelöst, sobald 
es gelingt, eine der Gl. (2) genügende Wellen-
funktion + so zu bestimmen, daß sie folgenden 
Randbedingungen genügt: 
1. muß sich im Unendlichen verhalten wie 

2..^ muß axialsymmetrisch um die #-Achse sein, 
eine selbstverständliche Folge der axialsymme-
trischen Natur des Problems. Führt man dem-
entsprechend Zylinderkoordinaten r, cp) um 
die ar-Achse ein, so bedeutet das 0 unc* 

3. Auf der Platte muß gelten 

M = y 
ix h=i 

(4) 

4. Grad 41 muß einen zur Plattenebene symmetri-
schen Verlauf haben, eine ebenso selbstver-
ständliche Folge aus der Problemstellung. Dar-
aus und aus dem Verschwinden von ^ im Un-
endlichen folgt, daß ^ eine ungerade Funktion 
von x sein muß: 

ip (x, r) = — tp (— x, r) . (5) 

Die Symmetrieeigenschaften des gesuchten ^ 
gestatten es, daß wir uns nur um den Koordina-
tenbereich x = 0 kümmern. 

In den Zylinderkoordinaten x, r geschrieben, 
lautet die Schwingungsgleichung (2) für unseren 
axialsymmetrischen Fall bekanntlich 

w • n + V)rr + — n>r + y = 0 (8) 

Zunächst führen wir dimensionslose Koordi-
naten x', r ein durch x' = x/2 R, r' = rl2R-
Damit schreibt sich (8) 

V W + V K , + + = 

Aus der Randbedingung (4) wird 

= 2 RV. 
\ dx' Jx'~+ + 0 

Die Randbedingung (6) wird zu 

V= 2Rk. 

(9) 

(10) 

r > 2 (11) 

Aus der Forderung der Stetigkeit von ^ im 
Innern des Mediums ergibt sich speziell für 
x = 0, r > R 

^ ( 0 , r ) = 0 ; r > R . (6) 

Auf der Platte selbst (x = 0, r < R) jedoch muß 
gelten 

0 , r ) = -V(-H0',r); r < R . (7) 

— ( + ) 0 bedeutet dabei, daß der Grenzwert von ^ 
gemeint ist, welcher sich bei stetiger Annäherung 
von negativen (positiven) X-Werten her an den 
betreffenden Plattenpunkt ergibt. Physikalisch be-
deutet (7), daß die Druckabweichungen gegen-
über dem mittleren Druck auf den beiden Seiten 
der Platte in jedem Zeitpunkt entgegengesetzt 
gleich sind. 

Schließlich muß | das unter 1. geforderte Ver-
halten zeigen, wenn eine der beiden Variabein oo 
wird. 

Zur Lösung des Randwertproblems werden wir 
an Stelle der Zylinderkoordinaten x , r' sogenannte 
Bipolarkoordinaten <J,T einführen mit den Polen 
(0, — Vi) und (0, +V2) in der (a?\ r') - Ebene. Als 
Pole werden somit die beiden Endpunkte Px und 
P 0 eines Plattendurchmessers gewählt. Die geo-
metrische Bedeutung der Koordinaten ergibt sich 
aus 

ßfo.-h 

Abb. 2. Bipolarkoordinaten. 

in Verbindung mit der Abb. 2. und q2 sind die 
(dimensionslos gemessenen) Abstände des Auf-



Punktes P von P1 und P2. Die Kurven <x = const. 
sind die konfokalen Ellipsen mit den Brennpunk-
ten Px und P2, die Kurven T = const. die darauf 
senkrechten konfokalen Hyperbeln mit denselben 
Brennpunkten. Die Plattenpunkte zwischen P 
und P2 werden erfaßt durch den Grenzfall a = 1. 
Die Verlängerungen von P1P2 nach außen ent-
sprechen T = ± 1. Auf der z'-Achse ist T = 0. Den 
unendlich fernen Punkten ist a = oo zugeordnet. 
Die ganze r'echte Halbebene x' ^ 0 ist durch die 
Koordinatenbereiche 

I ^ o ^ c x d , _ l < x <; 1 

erreichbar. 
Diese Koordinaten haben besonders den Vor-

zug, daß die interessierenden Pfänder des (x', r')-
Bereiches dargestellt werden durch die Randwerte 
der Koordinatenintervalle allein (<r = 1 ; t = ± 1, 
o = oo). 

Durch eine einfache Rechnung ergeben sich als 
Zusammenhang zwischen (V, r') und (<J,T) die 
beiden Gleichungen 

ar* -
1 

1 

( a 2 - l ) ( l - O ; 

r 

(12) 

(13) 

Die direkte Transformation von (9) führt auf 
etwas weitläufige Rechnungen. Diese werden weit-
gehend vermieden durch Zuhilfenahme des der 
Differentialgleichung (9) zugeordneten Variations-
problems2. Die selbstadjungierte Form von (9) 
lautet 

dx' 

Sie läßt sich auffassen als E u l e r - L a g r a n g e -
sche Gleichung des folgenden Variationsproblems 

oo oo 
S J r' dr' J dx' (ipl + ipl — k'2 ip2) = 0 . (14) 

0 0 

Durch Differentiationen von (12) und (13) und 
Auflösen der sich ergebenden linearen Gleichun-
gen für dc/dx', do/dr', dz/dx', 3T / dr' erhält man 

do 
dx' 

4: x' Q 

do _ 2v(o2 — 1) 

dr' ~ o2 — v2~ 

du 

dx' 

dr 
dr' 

4 x'T 
r-2 ' 

2 o ( l - r2) 

o2—x2 

Daraus bekommen wir unter Verwendung von 
(12) 

dip _ 4x'o dip 4x't dy) 
dx' ~ O2 — V2 ~öo ~~ o'J — T1 dt 

_ 2 
O — T (15) 

dip 2 
= lv(°2 0(1-T2) ipz]. 

(16) 

Gemäß (15) schreibt sich die Randbedingung 
(10) in den unabhängigen Variablen a, T 

V (a- - 1) (1 — t2) . 

was für alle T2 < 1 auf das Erfülltsein von 

lim 
o-> l 

o 2 - 1 
1 — r ¥ ip0 = R V (17) 

hinauskommt. 
Zur Transformation von (14) ist noch die 

d(x' r'\ Funktionaldeterminante —-—-—L z u berechnen. 
d(o,r) 

Durch partielle Differentiationen von (12) und 
(13) nach a und T errechnet sich 

d(x',r') 

d[p, T ) 8 x' 
(18) 

Mit (15), (16) und (18) wird aus (14) nach 
bedeutender Vereinfachung 

S / j \ { o * - l ) i p l + { l - r 2 ) i p 
k"' 

(o2—v2)ip' 

do dr = 0 , 
x 

Wird der Integrand als F(a, T, <J;0, be-
zeichnet, so lautet die Euler-Lagrangesche Diffe-
rentialgleichung des Variationsproblems bekannt-
lich3 

dF 
d0 \ dlp0 

d 1 
f dF\ dF 

dt 1 \ d i p j dip 
= 0 . 

Nach Durchführung der geforderten Differen-
tiationen und Substitution von x gemäß (12) lau-

2 S. z. B. F r a n k - v. M i s e s , Die D i f f e ren t i a l -
und I n t e g r a l g l e i c h u n g e n der Mechanik und Phys ik , 
Bd. I, Kap . XVI I I , § 1, 4 von H. R a d e m a c n e r . 

3 F r a n k - v. M i s e s 2 , Kap. X X , § 1 , 2 d von 
R. C o u r a n t . 



tet diese Gleichung, wenn man sie noch mit 
2<JT/Ä ; ' dividiert, schließlich 

(0 2 - 1) Voo + ( 1 — + (2 0 • - 4 ) V« 

+ + = (19) 

mit x2 = fc'2 / 4. 
Die Randbedingung (11) für ^(<T,T) schreibt 

S i c h i e t Z t v ( o , ± l ) = 0 . ' (20) 

Für sehr große 'Entfernungen e von der Platte 
ist zufolge (12) und (13) 

,2 1 2 ' a 

Q « 4 - a •> 

Unsere Randbedingung (17) fordert 
T(r) V{ai-\)S'(a)=RV. (23) 

Dem zu fordernden Verhalten e~tkQ/q für große 
9 (Wellenfortpflanzungsrichtung nur nach außen) 
entspricht in unseren dimensionalen Entfernungen 
ein Verhalten e~~ und in unserer Variablen 
c demnach 

V / \ p 1 — i x o lim ip (ö, r) » -—— e , 

worin [T2] die Rolle des Richtfaktors4 spielt. 
Wir versuchen das Problem nach der Methode 

der Separation der Variablen zu behandeln, in-
dem wir ansetzen: 

V ( o , r ) = S(o)T(T). (21) 

Damit liefert (19) nach Division durch ST 

~ [(g* - 1) 8" + (2 a - - i-J S ' j + x 2 a 2 

= - Y [ ( 1 • ~ O T" + ( y - 2 T ' ] + ** = A1 

wo X die noch zu bestimmende Separationskon-
stante bezeichnet. 

Für den Fall der Zulässigkeit des Produkt-
ansatzes (21) müssen S (5) und T (t) die folgen-
den gewöhnlichen linearen und homogenen Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung befriedigen: 

(G2 — 1) S " + (2 a — —\ S' + (x2 G2 - X) S = 0; 
* 0 1 (22a) 

1 < o < OO ; 

(1 — T2) T" + (— — 2R\T' + (A — x2V2) T= 0; 
. W I (22b) 

— 1 < T < + 1 . 

l im 
ö - • 1 / ( l — T 2 ) 

Die Randbedingung (20) verlangt 
! T ( ± 1 ) = 0 . (23a) 

Eine notwendige Voraussetzung dafür, daß der 
Ansatz (21) eine Lösung unserer Aufgabe er-
möglicht, ist demnach, daß ein X derart bestimmt 
werden kann, daß T(r) = Vi — ^ die Differen-
tialgleichung (22 b) erfüllt. Man verifiziert leicht, 
daß T(T) = V l ^ z 2 (22 b) genügt für X = 2 und 
x = 0. Eine exakte Lösung unseres Problems 
kann demnach durch den Produktansatz (21) nur 
möglich sein bei inkompressiblem Medium mit 
unendlich großer Schallgeschwindigkeit. 

Praktisch wird die Lösung für x = 0 zur Be-
rechnung des Schallfeldes in der Nähe des schwin-
genden Plättchens bestimmt genügen. Dies ent-
spricht der Übung, wonach man in der Nähe der 
Schallquelle näherungsweise so rechnen kann, 
als wäre das Medium inkompressibel. Weiter 
unten wird bei der Betrachtung des kompressib-
len Falles die Berechtigung dazu einleuchten. 

Der Fall x = 0 ist erledigt, wenn es gelingt, für 
X = 2 eine Lösung von (22 a) zu finden, welche 
zufolge (23) die Randbedingung 

lim Y g * 
0 ->1 

1 s' (G) = B V (24) 

erfüllt und für 0 — 00 verschwindet. 
Da T = Vi — T2 eine exakte Lösung von (22b) 

für X = 2 darstellt und (22 a) formal identisch ist 
mit (22b), so wird natürlich V ^ - l (=» V l — <*2) 
die Gl. (22 a) für X = 2 (und x = 0) befriedigen. 
S(a) = V <y2 — 1 ist nicht unsere gesuchte Lösung, 
weil sie mit wachsendem <r gegen 00 strebt. Wir 
können aus Va2 — 1 jedoch nach der Methode der 
Variation der Konstanten die allgemeine Lösung 
durch Quadraturen finden5. 

Wir gehen also mit dem Ansatz 

S(ff) U(o) 
in (22 a) und bekommen 

4 a 2 — 1 
(o2 — 1)8 TJ" + Vg2 — 1 U'= 0. 

4 H. S t e n z e 1, Lei t faden zur Berechnung von 
Schallvorgängen. Berl in 1939. 

5 F r a n k - v . M i s e s 2 , Kap. V I , § 2, 4 von L. 
B i e b e r b a c h . 



Die allgemeine Lösung dieser separierbaren ge-
wöhnlichen Differentialgleichung für U' lautet 

TT = 
<j (a2 — 1) Vo2— 1 ' 

mit c1 als erster Integrationskonstanten. 
Hieraus bekommt man durch elementare Qua-

dratur 

U = Cl [ ~ V o ^ - T ~ a i C t g ^ ° 2 ~ ] ] + " 

Man zeigt unschwer, daß S im Unendlichen wie 
1 / <j2 verschwindet. 

läßt sich nun tatsächlich auch noch so be-
stimmen, daß (24) erfüllt ist. (24) ergibt für c1 
die Gleichung 

— cx lim ^a | a r c t g Vo2 — 1 -f - j 

= R F, 
also 

c-x = 2 R V / j t . 

Abb. 3. Scha l ld ruck p in A b h ä n g i g k e i t von x und r nach Gl. (25). 

Demnach haben wir die Integrationskonstanten 
und c2 so zu bestimmen, daß 

S = Vo2 — 1 u 

= — c1 — Vo2— 1 [q arctg Vo2— 1 — c2] 

zunächst für <r — oo verschwindet und ferner (24) 
erfüllt wird. 

Notwendig zur Erfüllung der ersten Forderung 
ist offensichtlich 

lim [cy arc tg Vo2 — 1 — c2] = 0 , 

also 
JZ 

C2 — ~2~ C1 

Diese Beziehung verleiht S die Gestalt 

S = arc t g F o2— 1 — - ^ - J j 

Wir erhalten also im Falle eines inkompres-
siblen Mediums als Geschwindigkeitspotential 
zusammenfassend 

$ = <ipei0)t = S(o) T { r ) e i b i t 

2 R V , 

jt 
Vi 

arc 

(25) 

t g V o 2 - ^ ] / " ' . 

In Abb. 3 ist in parallelperspektivischer Dar-
stellung der Verlauf Von — ^ über der (x,r)-
Ebene dargestellt; die Abb. gibt einen Überblick 
über die räumliche Druckverteilung eines Zeit-
punktes. 

Es soll jetzt die Kraft berechnet werden, welche-
in jedem Augenblick vom Medium auf die Kreis-
scheibe wirkt. Auf der rechten Seite ist der Druck 
nach (25) und (3) 



, . 2 R VyT- "2 
K l - - 2 

Jt 
V e 

iatt 

auf der linken, weil ^ ungerade in x' ist, 

P-o^—P+o-

Bezeichnen wir mit r den Abstand eines Schei-
benpunktes vom Mittelpunkt, so gilt 

1 

2R 

Integration der Drucke von links und rechts er-
gibt damit als wirksame resultierende Kraft in 
der positiven a;-Richtung 

B 

P = — 2iq0(O 
2RV 

jt 
( f 2 r j t ] / l 

icot 

8R3Q CO V . i(o t 
= 3 

8R3Q0CDV i ( a t -
— ~r s e •n/2) (26) 

Die Mediumkraft eilt somit der Geschwindig-
keit um 90° nach, ist proportional dem Kubus 
des Plattendurchmessers, der Mediumdichte, der 
Frequenz und natürlich der aufgedrückten Ge-
schwindigkeitsamplitude. Die Phasennacheilung 
der Mediumrückwirkung um 90° bringt es mit 
sich, daß das Zeitmittel der vom Medium aufge-
nommenen Energie im eingeschwungenen Zu-
stand verschwindet. Das inkompressible Medium, 
urirkt zufolge (26) einfach so, als wäre die Masse 
der Platte um den Betrag,8R3q0/S erhöht. 

Für die Lösung gewisser Probleme war es von 
großem Interesse, nicht nur Aufschluß über die 
„mitschwingende Mediummasse", sondern auch 
über den Betrag der abgestrahlten Energie zu ge-
winnen. Somit wollen wir uns jetzt der Lösung 
für den Fall des kompressiblen Mediums zu-
wenden. 

Betrachten wir zunächst die Differentialglei-
chung (22 a) für x 4= 0 näher. (22 a) hat singulare 
Stellen für « = ± 1, <r = 0 und a = oo. Die An-
wendung des F u c h s sehen Theorems6 ergibt, 
daß a = oo eine UnbestimmtheitssteUe ist, wäh-
rend für die drei anderen a-Werte Stellen der Be-

• S. z.B. H. S c h m i d t , T h e o r i e d e r We l l eng le i -
chung. Le ipz ig 1931. Vg l . § 26. 

7 F r a n k - v . M i s e s 2 , Kap . V I , § 4 , 6 und 7 
von L. B i e b e r b a c h . 

stimmtheit vorliegen. Bildet man die Normal-
reihen7 für <r == oo, so zeigen die Lösungen von 
(22 a) für jedes endliche X folgendes asympto-
tische Verhalten: 

Tixa r . 2 i 
O e I . . A — x 2 1 b const 1 ± — 

o L 2 i x o 

. — ( A — x 2 ) ( A — x 2 — 2 ) + 2 x ä 

8 x2a2 . (27) 

Die Normalreihe mit dem oberen Zeichen weist 
das für unsere Lösungen geforderte Verhalten 
divergenter Wellen auf. Wir schließen daraus, 
daß es zu jedem X eine Lösung der verlangten Art 
geben wird. 

Die Substitution 

S(a) = e z x o P ( a ) (28) 

in (22 a) liefert für P(a) die Differentialgleichung 

o (a2 - 1) P"+ (— 1 + 2 ix o + 2 o2 — 2ixo3) P' 

+ ( i x + (x 2 — A ) a — 2ixo2)P=0- (29) 

Würden wir in der Umgebung <j = 1 die Lösun-
gen eines Fundamentalsystems mit den sich hier 
ergebenden charakteristischen Exponenten k1=0, 
k2=1ls in der üblichen Form8 

-- » 

oo 
P = ( o - l ) * 2 v a v ( o - l ) v 

o 

ansetzen, so würde der Konvergenzradius wegen 
der singulären Stelle von (29) bei <r = 0 nur bis 
<J = 2 reichen. Durch die Transformation 

1 
a = 

1 — z 
(30) 

schaffen wir diese störende Singularität ins Un-
endliche und erreichen gleichzeitig, daß die <r = — 1 
entsprechende neue singuläre Stelle z = 2 die Kon-
vergenz in dem gesamten uns nun interessieren-
den Intervall 0 ^ z < 1 auch jetzt nicht zu behin-
dern vermag. Die Transformation von (29) mit 
(30) bringt 

d2P ' 
z(l— z)3(2 — z) 

dz' 

dP 
+ [(1 — zy + 2 i X (1 — z)3 — 2 i X (1 — 0 ) ] 

+ [i x (1 — z f + ( x 2 — A ) (1 — z) — 2 i x ] P= 0 ; 

0 < 2 < 1 . (31) 



Für die Umgebung z = 0 (<r = 1) liefert diese 
Differentialgleichung die folgenden charakteristi-
schen Ansätze für ein Fundamentalsystem: 

r—00 \ 
P = V z 2 a v z und P=2b„zv. 

Unsere gesuchte Lösung muß also enthalten sein 
in dem Ansatz 

P(Z) = V z P, (z) + P2 (2) , (32) 

w —' 
wo P J z ) = 2 avzv und P J z ) = 2 bvzv Potenz-

o o 
reihen mit von 0 verschiedenen Absolutgliedern 
bedeuten, für deren Koeffizienten sich aus (31) 
Rekursionsformeln gewinnen lassen. Wir ver-
zichten auf ihre Aufstellung, weil wir sie für die 
Berechnung der Rückwirkung und Strahlung 
nicht brauchen werden. 

Das für die Randbedingung (23) wesentliche 
Produkt S ' ( a )FV — 1 schreibt sich in P und z 
wegen (28) und (30) folgendermaßen: 

&(o) J / V — I 

= Vz(2 — z) (1 — 0) 

• [ P ' W - j ^ P ^ e - ' ^ 1 - * } 

Wegen (32) gilt 

P' («) = j y j P t (*) + VzP[ (*) + P[(?) • 

Damit erhalten wir für a — 1 (2 — 0) 

lim S » l / ö 2 — 1 

= lim V Y z f - ^ Px (0) + V~zP[ (0) 
«-•o Y 2 \ z 

+ p ; ( 0 ) - i x p ( 0 ) j r t x 

(33) 

G —*• 1 

p i ( 0 ) - i x _ q0 t ?c 

/ 2 / 2 

3T(r) = / l — r \ 

womit von selbst schon (23 a) erfüllt wäre. Dies 
ist aber für x 4= 0 durch den Ansatz (21) nicht 
exakt zu erreichen. Unser Weg wird daher fol-
gender sein: Wir ersetzen die Randbedingung 
T = Vi — T2 durch eine möglichst benachbarte, 
bestimmen also eine Separationskonstante X so, 
daß es eine Näherungslösung von (22 b) gibt, 
welche im Intervall 0 ^ t2 < 1 „möglichst" mit 
Vi — T2 übereinstimmt. 

Es wird sich zeigen, daß dies, wenigstens für so 
kleine Werte von x, wie sie praktisch nur in 
Frage kommen, gut gelingt. Zu dieser Näherungs-
lösung werden wir dann ein S so aufweisen, daß 
die Randbedingung (10) erfüllt ist und das Ver-
halten von ^ im Unendlichen stimmt. 

Weitere Näherungen ließen sich auf genau analo-

gem Wege durch den Ansatz ^ = Si(z, A.) T.(ir, A{) 1 
gewinnen. Da der Fall n = l für „kleine" Platten-
durchmesser praktisch ausreichend genaue Er-
gebnisse bringt, soll vorläufig auf die Durchfüh-
rung für n > 1 verzichtet werden. 

Die Fundamentalgleichung8 von (22b) für die 
Stellen der Bestimmtheit T = ± 1 liefert als charak-
teristische Exponenten 0 und V2. Ersterer ist im 
Hinblick darauf, daß T « Vl — t2 werden soll, 
unbrauchbar. Der zweite jedoch ist unserem Vor-
haben günstig. Es wird in t gerade Lösungen 
geben von der Gestalt 

t = TT 2 ) , 

wo Q(u) eine im Intervall 0 ^ v < 1 konvergente 
Potenzreihe darstellt. Um sie zu bekommen, füh-
ren wir zweckmäßig vorher die Transformation 

u = I - t 2 

a*is. Dann bekommt (22 b) die Gestalt 

Jt-T dT 
4 w (1 — M) 2 (3 w — 1) du 

+ ( A _ x 2 + X 2 M ) T = 0 . (34) 

b0 bleibt somit durch (23) unbestimmt. 
Nunmehr wenden wir uns zur Untersuchung 

der Gl. (22 b) für T. Hier müssen wir von vorn-
herein auf die Randbedingungen (23) und (23 a) 
achten. (23) verlangt 

Der Ansatz 

T(u) = 2v cv u 
0 

v + 112 

8 F r a n k - v. M i s e s 2, Kap. VI , § 4, 3 von 
L. B i e b e r b a c h . 



liefert für die c v die Rekursionsformel 

2Qi + l) ( 2 ^ + 3) C ß + l 

+ [ 7 - 2 ^ ( 2 ^ + 3 ) ] ^ + * « ^ = 0 , 

mit y = X — 2 — x2 . 

Sie ergibt für die ersten Koeffizienten 

- 6 ; 

Co — 

y — 10 
20 

y — 28 
42 

2 Ö C ° ; 

x2 

42 Cl 

Entsprechend unserem Vorhaben bestimmen 
wir y so, daß 

T ^ V T - ' t 2 = Vu 
wird. 

Eine gute Annäherung erreichen wir am be-
quemsten dadurch, daß wir möglichst viele Koef-
fizienten der niedrigsten Potenzen von u zum Ver-
schwinden bringen. In unserem Fall erreichen 
wir das Verschwinden von cx , indem wir y = 0 
setzen. 

Das bedeutet 

A=2 + x2; cn — l ; c,=0; ca = 

Co — 

co — 15 ci — ö ; i2 

(x2 — 26) x2 —13x2 

x 
20 ' 

42 • 20 420 ' 

Wir können die so gefundene Näherungslösung 

T = V ü [ l 
C1 

20 
( X ' 7 . 2 6 ) " ' « - ] (35) 840 

für kleine x als eine gute Annäherung an die 
exakte erkennen. Sie gibt für 2 x = k' < 0,1 eine 
praktisch ausreichende Erfüllung der Randbedin-
gung für T auf der Platte. 

Nun können wir vorsatzgemäß an die Erfül-
lung der Randbedingungen für S gehen. Zufolge 
(33) bedeutet 

l i m V(o2— 1)S' (o) = RV 
ö-cl 

[s.Gl. (23)!] für das Absolutglied a0 von P^z) 
in (32) 

a0 = BVV2e*, 
wodurch P1 (z) aus (31) vollkommen bestimmt 
ist, wenn man X = 2 + x2 setzt. Das Absolutglied 

von P2 (z) ist so zu berechnen, daß sich für das 
Verhalten im Unendlichen ergibt 

V i i \ « + w » ^ (i + - J - + - L . 
o \ i x a 4 o2 

wobei z = 1 — I/o. 
Einen einfachen Weg hierzu gibt uns die Helm-

holtzsche Erweiterung des Greenschen Satzes9. 
Es gilt für irgendeine Lösung ^ der Schwingungs-
gleichung + k'2<\> = 0, die sich im Unendlichen 
wie e~lh'Q'\Q' verhält, und welche auf irgend-
welchen geschlossenen Randflächen im Endlichen 
als bekannt angenommene Werte und Normalab-
leitungen hat, in jedem Aufpunkt P im Innern 
des Funktionsbereiches 
4 jtip ( P ) 

d_ 
dn 

— ik'g' — ik'g' -e dip 
dn Q' 

dF, 

wobei q' den Betrag des Fahrstrahls von P nach 
dem betreffenden Flächenelement dF und n die 
nach dem Gebietsäußeren weisende Normalen-
richtung bedeutet. 

In unserem Falle wählen wir als Fläche eine 
solche, welche die Kreisscheibe umschließt. Ziehen 
wir diese stetig auf die beiden Seiten der Kreis-
scheibe zusammen, so gilt im Grenzfall auf der 
linken Seite 

(hp 
dn 

und für die rechte Seite 

n = —x; 

2RV 

chp 
dn = — 2 RV. 

So bekommen wir durch Zusammenfassen der 
beiden Flächenintegrale 

4jzip(P) 

te 

i «>' ) 
— ik' g\ 

e 
1 s' 1 

-ik'g' 

— t k g 

2 P F J dF 

2RV\dF 

V + o — V>_ o) 

d 

d e — i k' g' 

dx 
i k' q\ 

dF 

, —tk g' 
dF. 

9 F r a n k - v . M i s e s 2 , Kap . X I X , § 1 , 4 von 
E . R o t h e . — H. L a m b , L e h r b u c h der Hydrodyna -
mik, § 290. 



Bezeichnen wir die rr-Koordinate von P mit 
so gilt wie üblich 

Das ergibt die Gleichung 
— i k' Q' 

dF=2 RV. 

9 1 le-ik'g] 1 9 1 dx 1 i e' 1 i 1 

Bezeichnet r' den (dimensionslos gemessenen) 
Abstand des Flächenelementes dF der Kreis-
scheibe von ihrem 'Mittelpunkt, so gilt für das zu-

und wir bekommen 

4 J t y j ( P ) = - 2 ^ r f y + 0 ^ y ^ d F , (36) 

wobei das Integral über die rechte Seite der Kreis-
fläche mit dem Radius V2 (dimensionslos gemes-
sen) zu erstrecken ist. 

Nun setzen wir gemäß unserer oben gefundenen 
Näherungslösung (35) für T 

= aT{u), 

wobei a unser gesuchtes a = S (a = 1) = e~~iy-'1 

•P2(0) = e~ix b0 bedeutet [s. (32)!].Es gilt dann 
z. B. überall auf der ar-Achse nach (36) 

2' 

7 

F y 

X'' X'' 

Abb. 4. A n n ä h e r u n g des A u f p u n k t e s an den P la t t en -
m i t t e l p u n k t . 

o. d_ f , 

J ' 

— i k' q' 

gehörige T T = 2 r'. Der Radius des Scheibenran-
des ist V2, und für das Flächenelement können wir 

dF (36 a) wegen der axialen Symmetrie setzen dF = 2 r w dr'. 
Qr . Damit wird unsere Bestimmungsgleichung für a 

a kann nun leicht mit Hilfe der Forderung \ 
dtp 

v ? a lim — / * V q' 
2r' T lim —— =2 RV bestimmt werden, welche erfüllt 

sein muß, wenn sich der Aufpunkt P auf der x- ^ 
Achse von rechts her dem Mittelpunkt der Platte Q = " S + r » 
nähert (Abb. 4). und nach (35) 

dr'=ARV, (37) 

1 r • • 7/ n T 1 k'*Q'3 1 .Xk' k'*Q'2 

7 [ c o s k q' 1 sin k'e'] = j-^ - f - + \~\T\ 3~T 

Nun darf bei kleinen k' gesetzt werden 
— i k' q' k^Qfi 

3! 1 5! | 
Dann wird aus (37), wenn wir die Ausdrücke für T und /q' unter Berücksichtigung von 

k' — 2x einführen und Glieder mit höheren Potenzen von x vernachlässigen: 

v J2 - a lim 
C\2r'V 1 _ 4 r ' 2 / , 13/i/Vi _ 4 r ' 2 ! 7 r'V(l — 4 / 2 ) 6 \ l 

; 1 Awv l'2+r'2 Vi —4r'2 + t > 1 / / / J + " V A dr' 

J [x 4 r' / l — 4 r'2 — x V / 1 — 4 r'2 (^2 + r 2) — -i- x3 V'(l — 4 r '2)5r ' . . .J dr' = 4 P F . 

10 Mit H i l f e desselben V e r f a h r e n s ze ig t L o r d R a y l e i g h im § 311 se iner „Theo r i e des Schal les" 
die d i s s ipa t ive W i r k u n g der S t r a h l u n g . 



Vernachlässigen wir im Realteil das relativ unerhebliche Glied mit x2 (welches iiur eine un-
wesentliche Korrektion der mitschwingenden Mediummasse bringen würde) und lassen im Imaginär-
teil das erste und dritte Glied weg, weil sie infolge ihrer Unabhängigkeit von keinen Beitrag bei der 
Differentiation nach liefern werden, so kommt 

r ^ — a lim — 
2 2 

r 2 r Vi — 4 r '2 , , . 8x 3 f , f / - t - * , » , 
J y ya I r>2 ^ + » - 3 - J + 

0 

Elementare Integrationen und Differentiationen liefern 
1 
2 

= 4 RV. (38) 

d2 C l / l 4r'2 T 1 2 1 
TT J 2 / ? ^ =^o4 HtgTr ~ X + 41-' J = 2 " 

-L JL 
2 2 

ferner lim - 4 L / r ' / l — 4 r'2 (£'2 + r'2) öfr' = lim 2 r Vi—4 r '2 rfr' = + 4" 
F-+0 «S J f ^ o J b 

0 

Damit errechnet sich aus (38) 
2RV 

a = 
, 2 3-

womit wir als erste Näherung für die Randwerte des Geschwindigkeitspotentiales auf der Kreisscheibe 
bekommen 

* + 0 = a T V " ' = - 2 g / V T - ( 2 7 ) > [1 — * ( 1 - 4 - ^ J . « « (1 - 4 O » 1 , 
jz 4- - g - x 3 l J 

woraus bei sinngemäßem Vernachlässigen der höheren Potenzen von x in Real- und Imaginärteil 

$ = — + 0 
M Z r r T T T i [ l — l ^ i l = _ M I 

jt [ 9 jr J jt ' 
wird. 

Der Vergleich mit (25) lehrt, daß bei kleinen x 
die Berücksichtigung der Kompressibilität des 8 i b t- U m i h n z u ermitteln, berechnen wir zuerst 
Mediums zu keiner wesentlichen Änderung des d i e resultierende Mediumkraft auf die Platte. Der 
Absolutbetrages im Potential (und damit in den Druck ist 
Drucken) in der Nähe der Platte führt. Wir be-
merken auch, daß die Korrektionsglieder in (35) P + o = —P—o= — — ^ 
für die erste Näherung noch keinen Beitrag ge-
leistet haben. Es entsteht aber jetzt eine kleine _ . 2 RV ^ y ^ ^ ^ j ( a t — 2x*/9 n) 
Phasenverschiebung von etwa —2x3 /9w gegen- — 1 jt 6 

über dem Fall der Inkompressibilität, der zu 
einem Strahlungsverlust an das Medium Anlaß Durch Integration über die Kreisfläche erhalten 

-0 



wir als resultierende Kraft 
.4 RVCOQ0 i(0)t'-2y*l$n,) P = -j2P+0dF=-i 

jt 
h 

! 
• / 2mV'\— r2/R2dr 

i((ot — 2y*l97i) r , 
= —i 8 Q0 CO Ve / rVR*—r2 dr 

o 
i(ü)t — 2x3/9n) 

= —i$QocoVe R3/3 

. 8R3P0 r_ f(o>i — 2X*/9ji) 
= — i — C O Ve 

ö 

Ist V reell, so wird die von der Platte geleistete 
mechanische Arbeit 

' ~ ( * CD A 
A= - f ^ ( P ) ^ t \ V e )dt 

t 

J s i n (cot—2 %3 / 9 jv) cos a>t dt 

o 

4*§g° coV2J [ s in (2 co t — 2 x3/9 jt) 

-f sin ( - 2 x3/9 jt)] dt. 

® 00 . . yi I t _ t) „3 CO 

Das erste Glied des letzten Integrals ergibt als 
Zeitmittel der geleisteten Arbeit Null, das zweite 
dagegen zeigt als Zeitmittel der abgestrahlten Lei-
stung, indem wir entsprechend unserer Näherung 
den Sinus wieder durch sein Argument ersetzen, 

w =
 4 i ? 8 gp » * ' r . = sb«Q0cd*V2 

9 jt 2 7 JVC3 

Dabei ist x = k'/2 gemäß (9) durch fiu/c ersetzt 
worden. 

Das berechnete a liefert, in (36 a) eingesetzt, 
eine Integraldarstellung von ^ im Medium, welche 
für großes e' besonders einfach wird und auch für 
Punkte auf der ar-Achse. In der Nähe der Platte 
wird man sonst zur Berechnung des Schallfeldes 
zweckmäßig auf die unter (32) eingeführten 
Potenzreihen Px (z) und P., (z) mit den jetzt be-
stimmten Absolutgliedern a = RV V2eix und 

2 RVeix 

sowie X = 2 + x2 zurück-b0 = e1**. — 2 x 3 . 

greifen. Jedoch würden diese Entwicklungen über 
das Ziel der vorliegenden Arbeit hinausgehen und 
übrigens kaum merkliche Abweichungen von (25) 
ergeben. 

Zur Statistik klassischer Gesamtheiten1 

V o n A R N U L F S C H L Ü T E R * 

(Z. Naturforschg. Sa, 350—360 [1948]; eingegangen am 8. Dezember 1947) 

E s wi rd zunächs t das P h a s e n v o l u m e n e iner Gesamthe i t a l s das von der E n e r g i e f l ä c h e 
im P h a s e n r a u m e ingeschlossene Volumen und die P h a s e n d i c h t e a l s dessen A b l e i t u n g 
nach der E n e r g i e def in ier t . Auf G r u n d der E r g o d e n h y p o t h e s e k a n n dann die Phasen-
dichte der Gesamthe i t a ls das F a l t u n g s p r o d u k t der P h a s e n d i c h t e n der E inze l t e i l chen 
gewonnen werden , und diese können wieder , w e n n die E n e r g i e der Te i l chen s e p a r i e r b a r 
ist, a ls F a l t u n g s p r o d u k t e der den E n e r g i e a n t e i l e n z u z u o r d n e n d e n „ P h a s e n d i c h t e n " dar-
ges te l l t we rden . 

F ü r bestimmte, besonders wichtige Tei lchensor ten lassen sich diese Fa l tungen explizit 
d u r c h f ü h r e n . F ü r diese w e r d e n e inige V e r t e i l u n g s p r o b l e m e durchgerechnet - , insbeson-
dere wi rd die e x a k t e G ü l t i g k e i t des Ä q u i p a r t i t i o n s t h e o r e m s nachgewiesen . D a r a u s und 
a u s der i so t ropen I n v a r i a n z des P h a s e n v o l u m e n s fo lg t , daß die t he rmodynamischen 
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n s t r e n g e r f ü l l t werden , wenn die E n t r o p i e p r o p o r t i o n a l dem 
P h a s e n v o l u m e n und die T e m p e r a t u r p ropo r t i ona l zu dessen l o g a r i t h m i s c h e r A b l e i t u n g 
gese tz t we rden . D a s g i l t auch f ü r Gesamthe i t en aus be l ieb ig w e n i g e n Tei lchen . 

D e r P h a s e n r a u m 

Es sei ein System betrachtet, das den Gesetzen 
der klassischen Mechanik genügt; dabei stellen 

wir uns vor, daß dieses System aus vielen einzel-
* Bonn, je tz t Max-P l anck - In s t i t u t f ü r Phys ik , Göt-

t ingen . 

nen Teilchen besteht, ohne jedoch vorläufig von 
dieser Vorstellung Gebrauch zu machen. Der Zu-
stand („Mikrozustand") des Systems wird dann 
in jedem Augenblick durch die Angabe von so 

1 Die vo r l i egende U n t e r s u c h u n g s te l l t den e r s t en 
Teil der Bonner Diss . des V e r f . da r . 


